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Resumo
O pêndulo invertido é um sistema mecânico subatuado, inerentemente instável em malha
aberta, de dinâmica não linear, sendo uma referência clássica para o estudo de problemas de
controle. A motivação por trás deste interesse é o crescente número de aplicações de posici-
onamento preciso em sistemas mecânicos. A aplicação de técnicas de controle sem levar em
consideração o atrito presente pode produzir ciclos limite. Neste trabalho, métodos de mode-
lagem, quantificação e compensação de atrito são analisados e aplicados ao pêndulo invertido.
Técnicas recentemente propostas na literatura são adaptadas para o sistema em estudo. Modelos
de atrito de Coulomb, Karnopp e LuGre são discutidos e são analisados métodos para obtenção
de seus parâmetros via identificação em malha aberta e em malha fechada e via quantificação a
partir do ajuste de elipses a dados de entrada versus saída. O atrito quantificado pelos diferentes
modelos são comparados. Estes modelos são utilizados para compensar o atrito presente no car-
rinho do pêndulo. Os métodos de compensação não baseados em modelo denominados reforço
constante e knocker são também aplicados. Seus desempenhos são avaliados e comparados
usando três índices de desempenho, através da aplicação a um pêndulo real.
Abstract
The inverted pendulum is a mechanical system underactuated, inherently unstable in open-
loop, with nonlinear dynamics, being a classic benchmark for the study of control problems.
The motivation behind this interest is the growing number of precise positioning applications
in mechanical systems. The application of control techniques without taking into consideration
friction can produce limit cycles. In this work, methods for modeling, quantification and com-
pensation of friction are analyzed and applied to the inverted pendulum. Techniques recently
proposed in the literature are adapted to the system under study. Models of Coulomb, Karnopp
and LuGre are discussed and methods are analyzed to obtain the parameters via identification in
open loop and closed loop and quantification fitting ellipses to input versus output data. Friction
quantified via different models are compared. These models are used to compensate the friction
present in the cart of the pendulum. The non-model based methods of compensation called
continuous reinforcement and knocker are also applied. Their performances are evaluated and
compared using three performance indexes, through their application to a real pendulum.
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1 Introdução
O pêndulo invertido é um problema clássico, amplamente estudado para aplicações de téc-
nicas de controle, e será aqui utilizado como plataforma de testes para os estudos do atrito
realizados nesse trabalho. Os resultados obtidos da análise de métodos de modelagem, quanti-
ficação e compensação de atrito aplicados ao pêndulo invertido podem ser aplicados a sistemas
mecânicos de mesma natureza.
1.1 Motivação
O interesse no estudo dos efeitos do atrito em malhas de controle é devido ao mesmo estar
presente em todos os sistemas de controle envolvendo sistemas mecânicos. Sua presença é
muitas vezes responsável por erro em estado estacionário, oscilações indesejadas e desgaste
excessivo. É portanto importante para o engenheiro de controle compreender o fenômeno do
atrito e como lidar com ele. Nos últimos anos vários trabalhos têm abordado o problema de
identificação e compensação de atrito através de métodos cada vez mais sofisticados [2]. A
motivação para isso é o crescente número de aplicações com o posicionamento de precisão em
sistemas mecânicos.
Em linhas gerais, o objetivo desse trabalho concentra-se em modelar, quantificar e compen-
sar o atrito presente no carrinho de um pêndulo invertido. Para isso os modelos de Coulomb,
Karnopp e LuGre são discutidos e são analisados métodos para obtenção de seus parâmetros via
identificação em malha aberta e em malha fechada e via quantificação a partir do ajuste de elip-
ses a dados de entrada e saída. Estes modelos são utilizados para compensar o atrito presente
no carrinho do pêndulo. Os métodos de compensação não baseados em modelo denominados
reforço constante e knocker são também aplicados.
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1.2 Revisão histórica
O fenômeno do atrito vem sendo estudado desde o século XVI, quando Leonardo da Vinci
apresentou o primeiro modelo matemático para representá-lo. A literatura relacionada ao atrito
é muito dispersa e abordada por várias áreas do conhecimento. Em 1994 uma extensa revisão
foi realizada no sentido de sintetizar a contribuição de centenas de artigos sobre o assunto
[1], é feita uma extensa discussão sobre atrito, ferramentas de análises e diferentes métodos
de compensação. Modelos são necessários para compensação e melhora do desempenho de
sistemas de controle. Em [2] um grande número de modelos de atrito são descritos e métodos
de compensação são analisados e avaliados.
Atualmente, há descrito na literatura técnicas não invasivas utilizadas, sobretudo em vál-
vulas de controle, para identificação de atrito. Em [8] foi proposto uma técnica onde o atrito
estático é identificado ajustando uma elipse ao gráfico da variável controlada (pv) em função da
saída do controlador (op) para válvulas de controle. Em [9] foi adaptado para ser aplicado em
válvulas de controle, um método de identificação, no qual os parâmetros do modelo de atrito de
Karnopp, com exceção do atrito estático, são estimados usando regressão linear.
Compensadores não baseados em modelos surgiram visando simplificar o projeto dos com-
pensadores. Por não necessitarem de identificação de parâmetros e em alguns casos, não re-
querem conhecimento prévio da planta. Em [13] foi proposto o compensador knocker, em que
uma sequência de pulsos de baixa energia é adicionado na direção da taxa de mudança do sinal
de controle. Recentemente em [12] o compensador denominado reforço constante foi proposto
como alternativa ao knocker visando simplificar o projeto do compensador.
Uma maneira de compensar o atrito, consiste em utilizar um modelo de atrito para estimar
o atrito e somá-lo ao sinal de controle aplicado ao sistema. Na literatura diversos trabalhos
têm tratado o problema do atrito no pêndulo invertido com esse tipo de abordagem. Em [3]
um compensador baseado no modelo dinâmico de LuGre é aplicado a um pêndulo invertido do
tipo Furuta. Os resultados obtidos são comparados com compensadores baseados em modelos
clássicos de atrito. Em [4] uma versão modificada de primeira ordem do modelo dinâmico de
Dahl é utilizada para a compensação de atrito em um pêndulo invertido duplo. Os resultados
obtidos são comparados com técnicas de controle linear tradicionais. Em [5] o atrito é estimado
e compensado em um pêndulo invertido. Para estimação de atrito é utilizado um observador
não linear de ordem reduzida, e para sua compensação apenas o efeito do atrito de Coulomb é
considerado. O método e validado através de simulações e experimentos.
Em [6], o atrito é quantificado através de testes em malha aberta. O efeito de stick slip
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causado pelo atrito que geralmente é desconsiderado no projeto dos controladores é levado
em consideração, reduzindo a amplitude da oscilação na posição do carrinho em um pêndulo
invertido.
1.3 Estrutura do texto
O capítulo 2 trata da modelagem do pêndulo invertido. Os modelos matemáticos, não linear
e linearizado, são obtidos. Com isso é projetado um controlador via realimentação de estados
para o pêndulo invertido real. São apresentados quatro modelos estáticos de atrito e um modelo
dinâmico, suas principais características, vantagens e desvantagens são discutidas.
A identificação dos parâmetros dos modelos de atrito é feita no capítulo 3. Um algoritmo de
otimização não linear é utilizado para estimar Fs, Fc e Fv em malha aberta. O método da elipse,
proposto em [8] com a contribuição sugerida em [10], é aplicado ao pêndulo invertido para
obter em malha fechada os parâmetros Fs e Fc. O método de identificação dos parâmetros do
modelo de Karnopp através de regressão linear, proposto por [11] para atuadores pneumáticos
e posteriormente adaptado por [9] para válvulas de controle, é adaptado e aplicado ao pêndulo
invertido.
Com os parâmetros dos modelos identificados, no capítulo 4 é possível compensar o atrito
no pêndulo invertido utilizando modelos de atrito. Três modelos foram utilizados para tal:
Coulomb, Karnopp e LuGre. Como alternativa à compensação baseada em modelos de atrito,
técnicas não baseadas em modelo são também aplicadas.
As principais conclusões do trabalho são resumidas no capítulo 5.
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2 Pêndulo invertido e modelos de atrito
O sistema experimental utilizado, produzido pela QuanserTM , consiste em um carrinho com
uma haste móvel acoplada através de uma articulação (Figura 2.1(a)). O carrinho move-se ho-
rizontalmente em um trilho e a haste móvel por sua vez pode realizar movimento rotacional de
360◦ no plano vertical (Figura 2.1(b)). O carrinho consiste em uma base de alumínio impulsi-
onada por um motor CC de 400 W, trifásico sem escova. A posição do carrinho, assim como a
posição angular da haste são medidos por encoders de quadratura, enquanto que a velocidade
linear e a velocidade angular são calculadas usando observadores de alto ganho.
O sistema físico está interligado a um ambiente de controle em tempo real (QuaRC) inte-
grado ao MatlabTM/SimulinkTM que permite seu controle e monitoramento. Uma biblioteca de
funções permite a interface entre as variáveis do ambiente Simulink e o sistema real.
(a) (b)
Figura 2.1: Pêndulo invertido.
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2.1 Modelo matemático
O modelo matemático do pêndulo invertido pode ser considerado como o conjunto de dois
submodelos: o modelo não linear do pêndulo invertido e o modelo de atrito, agrupados con-
forme o diagrama de blocos da Figura 2.2. Onde i é a corrente aplicada ao motor CC, Fe a
força aplicada ao carrinho, β é a constante de conversão entre a corrente aplicada e a força que
o motor CC fornecerá ao carrinho. x é o vetor de estados, onde x é a posição do carrinho, x˙ a
velocidade do carrinho, θ o ângulo da haste, θ˙ a velocidade angular da haste e Fat a força de
atrito em oposição ao movimento do carrinho.
Figura 2.2: Modelo do pêndulo invertido.
2.1.1 Modelo não linear
No modelo não linear a força aplicada ao carrinho é considerada como entrada do sistema e
a posição do carrinho e o ângulo da haste são as saídas. Podemos obter o modelo não linear do
pêndulo invertido aplicando a segunda lei de Newton ao centro de gravidade da haste (Figura
2.3(a)), na vertical obtemos
V −mg = m d
2
dt2
(Lcos(θ))
V = mg−mLcos(θ) θ˙2−mLsen(θ) θ¨ (2.1)
e na horizontal
H = m
d2
dt2
(x−Lsen(θ))
H = mx¨+mLsen(θ) θ˙2−mLcos(θ) θ¨ (2.2)
tomando o momento sobre o centro de gravidade obtém-se a equação de torque
Jθ¨=V Lsen(θ)+HLcos(θ)−Fv pθ˙, subst. V e H(
J+mL2
)
θ¨= mLgsen(θ)+mLcos(θ)x¨− fat (2.3)
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Aplicando a segunda lei de Newton ao carrinho na direção horizontal (Figura 2.3(b)), temos
Mx¨ = Fe−Fat−H, subst. H
(M+m) x¨ = Fe−mLsen(θ) θ˙2+mLcos(θ) θ¨−Fat (2.4)
Combinado as equações (2.3) e (2.4), obtém-se o modelo matemático não linear do pêndulo
invertido 
θ¨=
1
J+mL2
[mLgsen(θ)+mLcos(θ)x¨− fat ]
x¨ =
1
M+m
[
Fe−mLsen(θ) θ˙2+mLcos(θ) θ¨−Fat
] (2.5)
(2.6)
onde m é a massa da haste, M a massa do carrinho, L a distância do pivô da haste até seu centro
de gravidade, g a aceleração da gravidade, fat o atrito resistente ao momento de rotação da
haste, Fat a força de atrito no carrinho, J o momento de inércia, V e H as componentes vertical
e horizontal da força de reação na haste, Fe a força aplicada ao carrinho, x a posição vertical do
carrinho e θ a posição angular da haste. Em nosso sistema a força aplicada ao carrinho é dada
pela relação
Fe = βi (2.7)
onde β é a constante de conversão entre a corrente aplicada (i) e a força (Fe) que o motor CC
fornecerá ao carrinho. Os valores, fornecidos pelo fabricante, dos parâmetros do modelo do
pêndulo invertido estão listados na Tabela 2.1.
(a) Haste. (b) Carrinho.
Figura 2.3: Diagrama de corpo livre do pêndulo invertido
Tabela 2.1: Parâmetros do pêndulo invertido.
Parâmetro Valor Unidades
M 3,2200 kg
m 0,2300 kg
L 0,3302 m
J 0,0079 kg.m2
g 9,8100 m/s2
β 32,3960 N/A
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2.1.2 Modelo linearizado
O processo possui dois pontos de equilíbrio, a posição do pêndulo para baixo corresponde a
um pêndulo comum, esse ponto é estável. A posição invertida do pêndulo corresponde ao ponto
de equilíbrio instável do sistema, (θ, θ˙) = (0,0). Para projetar o controlador via realimentação
de estados é necessário linearizar as equações (2.5) e (2.6) na zona de operação próxima a esse
ponto, tanto θ quanto θ˙ são bem pequenos em rad e rad/s respectivamente. Em geral nesse
caso podemos fazer as seguintes aproximações sen(θ) ≈ θ, cos(θ) ≈ 1 e θ˙2.θ ≈ 0. O atrito
no pivô da haste será desprezado ( fat ≈ 0) e consideraremos u = Fe−Fat . Com isso o modelo
matemático linearizado no ponto de equilíbrio instável é dado por
θ¨=
1
J+mL2
[mLgθ+mLx¨]
x¨ =
1
M+m
[
u+mLθ¨
] (2.8)
(2.9)
2.2 Estratégia de controle
O objetivo do controle é estabilizar o pêndulo na região de equilíbrio instável. Para que as
equações (2.8) e (2.9) tenham um formato válido no espaço de estados, x¨ e θ¨ devem ser funções
apenas de termos com ordem inferior. Portanto, x¨ deve ser substituído em (2.8) usando (2.9), e θ¨
deve ser substituído em (2.9) usando (2.8). Escrevendo o resultado na forma matricial obtemos
o espaço de estados linearizado para o pêndulo invertido
x˙ =

0 0 1 0
0 0 0 1
0 m
2L2g
J+mL v2 0 0
0 mLgv1 0 0
x+

0
0
v2
mL
M+mv1
u (2.10)
y =
[
1 0 0 0
0 1 0 0
]
x (2.11)
onde
v1 =
M+m
(M+m)J+MmL
(2.12)
v2 =
J+mL2
(M+m)J+MmL
(2.13)
e o vetor de estados
x =
[
x θ x˙ θ˙
]T
(2.14)
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O controlador utilizado foi projetado pelo método de alocação de pólos usando o modelo
linearizado, o que implica na estabilidade do controlador apenas na região de operação utilizada
na linearização do sistema. O controle por realimentação de estados foi projetado de forma
a assegurar que a resposta em malha fechada tenha um baixo tempo de resposta e elevado
amortecimento, sendo a lei de controle dada por
u =−Kx (2.15)
onde K = [−220,23 514,11 −169,67 106,34] é a matriz de ganho que resulta nos pólos
de malha fechada: [−3,8− 0,8717i − 3,8+ 0,8717i − 10 − 10], obtidos por tentativa
e erro. A comparação das simulações do sistema linearizado e não linear sem atrito com o
controlador projetado pode ser visto na Figura 2.4, realizadas com a condição inicial de θ= 0,1o
para o ângulo.
(a) Ângulo da haste. (b) Posição do carrinho. (c) Corrente aplicada ao motor.
Figura 2.4: Simulação dos sistemas linearizado e não linear sem atrito.
No entanto, observa-se em testes realizados na planta (Figura 2.5), que o sistema opera
em torno de θ = 0, mas não estabiliza devido às forças de atrito presentes no mesmo, daí a
importância de identificar e compensar o atrito no sistema. Dentre os métodos de compensação
de atrito que serão apresentados no capítulo 4 está a compensação de atrito baseada em modelos
de atrito. Na seção 2.3, a seguir serão apresentados alguns modelos de atrito.
(a) Ângulo da haste. (b) Posição do carrinho. (c) Corrente aplicada ao motor.
Figura 2.5: Teste na planta real.
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2.3 Modelo de atrito
Os modelos de atrito podem ser classificados como estáticos ou dinâmicos [2]. Nos modelos
estáticos, a força de atrito é dada por um mapeamento estático da velocidade do corpo e da força
motriz aplicada, enquanto que nos modelos dinâmicos há na sua estrutura parâmetros variantes
no tempo.
2.3.1 Modelos estáticos de atrito
Os modelos clássicos de atrito são uma combinação de diferentes componentes, cada um
representando uma particularidade do comportamento da força de atrito. Três componentes são
geralmente consideradas: atrito estático, atrito viscoso e o atrito de Coulomb.
(a) Atrito de Cou-
lomb.
(b) Atrito de Cou-
lomb mais atrito vis-
coso.
(c) Atrito estático
mais atrito de
Coulomb e atrito
viscoso.
(d) Efeito de Stri-
beck.
Figura 2.6: Exemplos de modelos estáticos de atrito.
Modelo de Coulomb
O modelo de Coulomb descreve a ideia principal do atrito, como uma força em oposição ao
movimento de intensidade independente da velocidade e da área de contato, Figura 2.6(a)
F = Fc sgn(x˙) (2.16)
onde Fc é o coeficiente de atrito de Coulomb e é proporcional à força normal, Fc = µc.N. O
modelo de Coulomb não trata do caso em que a velocidade é nula, podendo a força de atrito ter
qualquer valor entre −Fc e Fc, dependendo de como a função sgn seja definida.
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Devido à sua simplicidade e por capturar o principal comportamento do atrito, o modelo de
Coulomb é frequentemente utilizado para compensar o atrito, como feito em [14, 5].
Modelo de Coulomb mais atrito estático
O próximo passo na sofisticação do modelo é introduzir o efeito do atrito estático. O atrito
estático quantifica o atrito na iminência do movimento, ou seja é a força necessária para colocar
o corpo em movimento, e é maior que o atrito de Coulomb. É importante deixar claro que o
atrito estático não pode ser descrito como uma função da velocidade apenas
F =
{
Fe se x˙ = 0 e |Fe|< Fs
Fs sgn(Fe) se x˙ = 0 e |Fe| ≥ Fs
(2.17)
Modelo estático de atrito de Olsson
Por fim, considerando-se o efeito do atrito viscoso, que surge quando há deslocamento
entre duas superfícies lubrificadas, e sua intensidade aumenta linearmente com a velocidade, de
acordo com o coeficiente Fv
F = Fvx˙ (2.18)
que é geralmente combinado com o atrito de Coulomb, Figura 2.6(b). Foi proposto em [2],
Fat =

Fatrito(x˙) se x˙ 6= 0
Fe se x˙ = 0 e |Fe|< Fs
Fs sgn(Fe) se x˙ = 0 e |Fe|> Fs
(2.19)
sendo o atrito total obtido pela equação
Fatrito(x˙) =
[
Fc+(Fs−Fc)e−(
x˙
vs )
2
]
sgn(x˙)+Fvx˙ (2.20)
onde vs, a velocidade de Stribeck, é um fator usado para ajustar a atenuação do termo relacio-
nado a Fs em (2.20), evitando uma descontinuidade na força de atrito em função da velocidade,
Figura 2.6(d). A curva Fatrito é geralmente assimétrica [2].
Modelo de Karnopp
Ao utilizar os modelos clássicos em simuladores nos deparamos com o problema de de-
tecção da velocidade nula. Portanto em [15] foi proposta a criação de uma faixa de valores,
dentro da qual a velocidade do movimento é considerada nula. O modelo define a velocidade
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zero no intervalo |x˙|< DV . Para velocidades dentro deste intervalo, o estado interno do sistema
(velocidade) pode mudar e ser diferente de zero, mas a saída do bloco é mantida em zero por
uma zona morta. Esse modelo ficou conhecido como modelo de Karnopp, Figura 2.7.
Figura 2.7: Força de atrito em função da velocidade.
No pêndulo invertido em estudo foi observado que não há simetria na força de atrito em
relação ao sinal de corrente aplicada, pois ao se aplicar uma rampa de corrente nos diferentes
sentidos o carrinho começa o movimento para valores em módulo diferentes de corrente (Figura
2.8). Esse teste será melhor detalhado na seção 3.1. Este fato foi incorporado ao modelo de
Karnopp através das equações
Fat =

F−atrito(x˙) se x˙≤−DV
F−s sgn(Fe) se |x˙|< DV e Fe ≤−F−s
Fe se |x˙|< DV e F−s < Fe < F+s
F+s sgn(Fe) se |x˙|< DV e Fe ≥ F+s
F+atrito(x˙) se x˙≥ DV
(2.21)
F−atrito(x˙) = F
−
c sgn(x˙)+F
−
v x˙ (2.22)
F+atrito(x˙) = F
+
c sgn(x˙)+F
+
v x˙ (2.23)
O efeito da velocidade de Stribeck só é relevante para velocidades próximas de zero. Com
a criação do intervalo onde a velocidade é considerada nula (Figura 2.7), o termo exponencial
em (2.20) pode ser desconsiderado, resultando nas expressões (2.22) e (2.23).
2.3.2 Modelo dinâmico de atrito
Os modelos dinâmicos foram criados para permitir que comportamentos específicos, não
capturados pelos modelos estáticos, fossem representados. Os modelos estáticos quantificam
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Figura 2.8: Assimetria na força de atrito estático no carrinho.
a força de atrito admitindo apenas movimento uniforme, contudo, certos efeitos do atrito são
verificados somente quando a velocidade não é constante [1].
Modelo de LuGre
O modelo de LuGre [2, 16] descreve os efeitos do atrito com maior precisão durante a
reversão de velocidade e principalmente em baixas velocidades. No contato sólido-sólido, as
superfícies são muito irregulares a nível microscópico, o que pode ser representado como um
contato entre cerdas elásticas. O modelo proposto se baseia no comportamento médio do con-
tato entre as cerdas (Figura 2.9). A forma mais comum do modelo de LuGre é dada por
dz
dt
= v− |v|
g(v)
z
g(v) =
1
σ0
[
Fc+(Fs−Fc)e−(
x˙
vs )
2
]
Fatrito = σ0z+σ1
dz
dt
+Fvv
(2.24)
(2.25)
(2.26)
onde z é a deflexão média entre as cerdas, v a velocidade relativa entre as duas superfícies em
contato, σ0 o coeficiente de imobilidade (stiffness) e σ1 o coeficiente de amortecimento.
2.3.3 Considerações finais
O pêndulo invertido, escolhido como plataforma de testes para o estudo do atrito, foi mode-
lado obtendo-se seu modelo não linear e um modelo linearizado para obtenção do controlador.
Os parâmetros do modelo foram fornecidos pelo fabricante.
Para fins de compensação de atrito foram apresentados modelos estáticos e dinâmicos de
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Figura 2.9: Deflexão média entre duas cerdas na interface de atrito entre duas superfícies.
atrito. No entanto, é necessário que seus parâmetros sejam identificados. No capítulo 3 algumas
técnicas de identificação de parâmetros são apresentadas.
30
3 Identificação de parâmetros dos
modelos de atrito
Em [1] é feita uma extensa discussão sobre atrito, ferramentas de análise e diferentes méto-
dos de compensação. Os métodos de compensação de atrito são classificados basicamente em
dois grandes grupos: baseados em modelos e não baseados em modelos. Métodos baseados em
modelos necessitam que seus parâmetros sejam identificados.
Há muitas maneiras de identificar os parâmetros de um modelo de atrito. Em [6] um método
simples e direto é utilizado para estimar os parâmetros de modelos clássicos. Dois tipos de teste
foram necessários. Para cada teste o motor do carrinho foi submetido a um tipo de sinal de
entrada, para que diferentes comportamentos do atrito fossem estimulados, de modo que os
parâmetros relacionados pudessem ser estimados. No entanto, por necessitar de excitações
específicas em cada etapa, o método só é aplicável em malha aberta.
Métodos clássicos de estimação, baseados em regressão linear, não podem ser diretamente
aplicados à identificação de modelos de atrito, caso a regressão não possa ser escrita na forma
de uma multiplicação entre o vetor de parâmetros e o vetor de regressores, devido ao seu ca-
ráter não linear. Em [14] foi proposto estimar o coeficiente de atrito do modelo de Coulomb
por um observador não linear de ordem reduzida. Embora o modelo de atrito utilizado seja
bastante simples e o observador proposto não apresentar dificuldades na sua implementação, a
qualidade da estimativa do coeficiente de atrito de Coulomb, depende da escolha adequada de
dois parâmetros do observador. Nenhum método de escolha para esses parâmetros foi proposto.
Em [5] esse método foi aplicado a um pêndulo invertido e os parâmetros do observador foram
escolhidos através de inúmeros testes na planta. Portanto, o bom funcionamento do método fica
sujeito a testes realizados na planta.
Em [17] é proposta a identificação dos parâmetros do modelo de LuGre através de dois
métodos de regressão não linear. Os métodos baseiam-se em duas fases de otimização, uma pré
otimização que utiliza algoritmo genético e em uma segunda fase é utilizado o algoritmo Sim-
plex de Nelder-Mead para fazer uma otimização fina. Por se tratar de algoritmos de otimização
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muito complexos, inviabiliza a aplicação desse método de maneira on-line.
Buscando desenvolver um método não invasivo de detecção e identificação de atrito, em [8]
foi proposto uma técnica onde o atrito estático é identificado ajustando uma elipse ao gráfico
da variável controlada (pv) em função da saída do controlador (op). No entanto, o método foi
proposto para processos que possuem um padrão elíptico no gráfico op versus pv. Por isso, é
proposto em [10] ajustar a elipse aos pontos que representam mais adequadamente o atrito a
ser quantificado. Embora nesse método apenas dados do processo sejam necessários, um bom
tratamento dos dados é necessário para uma boa estimação do atrito.
Em [11] foi desenvolvido um método de identificação para um atuador pneumático, no qual
os parâmetros do modelo de atrito de Karnopp, com exceção do atrito estático, são estimados
usando regressão linear. Em [9] esse método foi adaptado para ser aplicado à válvula de con-
trole, e foi proposto uma alternativa para estimar o atrito estático. O método proposto pode ser
executado periodicamente e estimar os atritos de Coulomb e viscoso de maneira não invasiva.
Neste capítulo, os parâmetros Fs, Fc e Fv serão estimados em malha aberta através de um
algoritmo de otimização não linear, com dados obtidos com apenas um tipo de teste. Devido
à simplicidade dos métodos apresentados em [8, 10] e [11, 9], e por se tratarem de técnicas
que podem ser aplicadas de maneira não invasiva ao processo, ou seja em malha fechada, neste
capítulo serão propostas suas adaptações para o pêndulo invertido. Para realização dos testes
simulados, serão usados o modelo do pêndulo invertido apresentado na seção 2.1.1, mais o
modelo de atrito com seus parâmetros escolhidos arbitrariamente, listados na Tabela 3.1. Como
maneira de validar os métodos de estimação de atrito propostos, os valores encontrados serão
utilizados em simulação e comparados com o comportamento real do pêndulo invertido.
Tabela 3.1: Parâmetros do modelo de atrito.
Parâmetro Valor Unidades
F−s 10,0 N
F+s 6,0 N
F−c 9,0 N
F+c 5,0 N
F−v 25,0 N.s/m
F+v 30,0 N.s/m
DV 0,002 m/s
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3.1 Identificação em malha aberta
Para obter os coeficientes de atrito do modelo de Karnopp apresentado na seção 2.3.1 foi
realizado um experimento em malha aberta em que o pêndulo é posto na posição de equilíbrio
estável e o motor é excitado com uma rampa de corrente em ambos os sentidos (Figura 3.1) de
modo que a força aplicada ao carrinho crescesse lentamente. É utilizado então um algoritmo de
otimização não linear no MatlabTM (função fmincon do toolbox de otimização), que minimiza
a função
e = ||x(t)− xˆ(t)| | (3.1)
com as restrições 
Fs ≥ Fc
Fc ≥ 0
Fv ≥ 0
(3.2)
onde x(t) é a posição do carrinho obtida experimentalmente e xˆ(t) é a posição estimada usando
Figura 3.1: Resposta à rampa de corrente
as equações de (2.5) a (2.7) e usando os parâmetros listados na Tabela 2.1. O algoritmo conclui
a busca dos coeficientes de atrito quando a norma do erro atinge valor menor que 10−8.
Foram realizados 40 testes em que o carrinho foi submetido à rampa de corrente em cada
uma das direções. Para cada teste foram estimados os coeficientes de atrito para o modelo de
Karnopp. Na Tabela 3.2 é apresentada a média e o desvio padrão (σ ) dos valores identificados.
Observa-se a proximidade entre Fs e Fc e estes são cerca de 80% maiores para corrente
negativa.
Na Figura 3.2(a) observa-se em vermelho a posição do carrinho do pêndulo invertida obtida
através de simulação do sistema em malha aberta com os parâmetros identificados. Já na Figura
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Tabela 3.2: Coeficientes de Atrito
Média σ
F−s 9,6147 0,7162
F+s 5,3713 0,4998
F−c 8,5711 0,6087
F+c 4,8104 0,2437
F−v 25,5731 1,6234
F+v 30,2838 1,3633
3.2(b), temos uma representação do comportamento do pêndulo invertido em malha fechada,
através do gráfico i versus x, onde o resultado da simulação em vermelho é comparado com
o resultado de um teste real no pêndulo invertido. O teste realizado e a simulação em malha
fechada utilizam a lei de controle obtida na seção 2.2.
(a) Teste em malha aberta. (b) Teste em malha fechada.
Figura 3.2: Validação do método de identificação de atrito em malha aberta.
3.2 Identificação em malha fechada
A necessidade de testes invasivos em malha aberta, restringe o uso do método apresentado
na seção 3.1. Em sistemas mecânicos é usual que a força de atrito se manifeste como uma
degradação crescente com seu uso, o que tornaria necessário sua parada para ensaios e a con-
sequente medição. Nesta seção são apresentados dois métodos de identificação de parâmetros
recentemente propostos para aplicação em válvulas de controle e aqui adaptados para o caso do
pêndulo invertido.
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3.2.1 Parâmetros do modelo de atrito de Coulomb mais atrito estático
A presença de atrito em processos sob certas condições produz ciclos limite [18] que têm
sido explorados na literatura para realizar uma estimativa do atrito em válvulas de controle [8].
Estes métodos são agora aplicados ao pêndulo, tendo em vista o comportamento oscilatório em
malha fechada (Figura 3.3). De modo particular, o gráfico i versus x obtido (Figura 3.3(c)), é
típico de sistemas sob influência de atrito estático e que apresentam oscilações e evidencia o
comportamento da posição do carrinho de acordo com a corrente aplicada. As regiões em apro-
ximadamente -32 mm e 25 mm representam o carrinho parado e estão diretamente relacionadas
com o atrito do sistema.
(a) Posição. (b) Corrente. (c) Corrente versus Posição.
Figura 3.3: Comportamento oscilatório no pêndulo invertido
Dessa forma, é possível obter uma estimativa do atrito do sistema através do algoritmo
proposto, baseado em [8], que pode ser executado periodicamente, de forma automática, usando
dados coletados que indicaram a presença de oscilações [19].
1. Aplicar um filtro passa baixa ao conjunto de dados (i, x) a fim de eliminar componentes
de alta frequência e gerar os sinais filtrados (i f , x f )
2. Escolher um segmento de dados (i f , x f ) com base na regularidade de oscilações desses
sinais. Tal regularidade é verificada a partir do critério apresentado em [19].
3. Ajustar uma elipse ao gráfico i f versus x f .
4. Traçar um segmento de reta paralelo ao eixo i passando pelo centro da elipse.
5. Calcular a distância entre os interceptos do segmento de reta traçado com a reta i = 0 e
com a elipse.
O filtro utilizado no item 1 foi um FIR de ordem 30 e frequência de corte normalizada
0,005, para isso os dados foram reamostrados a uma frequência de 100 Hz. No item 3 o ajuste
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da elipse ao gráfico i f versus x f é feito por mínimos quadrados não-linear, otimizando o qua-
drado da soma das distâncias ortogonais dos pontos do conjunto de dados (i, x) à elipse ajustada,
onde a estimativa inicial é obtida por uma rotina de mínimos quadrados linear. Em [8] o grá-
fico dos dados do processo formam um padrão elíptico, no caso do pêndulo invertido isso não
ocorre, como visto na Figura 3.3(c). Para evitar que a elipse seja mal ajustada é proposto em
[10] ajustar a elipse somente aos pontos mais significativos do conjunto de dados (SIPO), sendo
estes definidos como os pontos onde o sistema está em um estado transitório. Para o pêndulo in-
vertido, esses pontos ocorrem quando o carrinho está em movimento. A Figura 3.4 exemplifica
o caso, para a elipse ajustada para todos os pontos, o atrito estimado seria superior ao estimado
com a elipse ajustada somente com os pontos significativos.
Figura 3.4: Elipse ajustada aos pontos significativos
Identificação dos parâmetros
Para a simulação utilizou-se o modelo de atrito de Coulomb mais atrito estático descrito
na seção 2.3.1, com coeficientes de atrito listados na Tabela 3.3. O resultado obtido pode ser
observado na Figura 3.5. Na Tabela 3.4 temos a comparação entre os coeficientes de atrito
estimados e os parâmetros utilizados para simulação e o erro absoluto entre eles. É importante
evidenciar que o uso do algoritmo que ajusta a elipse por mínimos quadrados aos dados do
gráfico i - x claramente estima o atrito de Coulomb. Assim, para estimar o atrito estático, a
Tabela 3.3: Parâmetros estimados com o método da elipse
Modelo Estimado Erro
F−c 9,000 9,155 0,155
F+c 5,000 5,146 0,146
estratégia aqui proposta é expandir os raios da elipse através de uma busca unidimensional até
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Figura 3.5: Elipse ajustada ao gráfico i - x
que todos os pontos pertençam ao interior da mesma. No caso mostrado na Figura 3.6(a) os
raios da elipse externa foram aumentados 23,5% em relação à elipse interna. Com isso deve-se
acrescentar ao algoritmo proposto as etapas:
6. Expandir a elipse ajustada, até que ela contenha todos os pontos do gráfico i f versus x f .
7. Calcular a distância entre os interceptos do segmento de reta traçado com a reta i = 0 e
com a elipse expandida.
Na Tabela 3.4(a) temos a comparação entre os parâmetros do modelo de Coulomb mais atrito
estático estimados e os parâmetros utilizados para simulação e o erro absoluto entre eles. Fica
claro observando a Figura 3.6(a), que o ajuste da elipse faz com que os parâmetros Fs e Fc sejam
superestimados. Esse efeito é ainda mais grave para o caso do Fs. Por isso o erro absoluto das
estimativa do atrito estático chega a ser 5 vezes maior que para as estimativas do atrito de
Coulomb.
Na Tabela 3.4(b) temos a média e o desvio padrão (σ) dos parâmetros estimados com dados
do pêndulo real. O desvio padrão foi calculado após a realização de sete testes consecutivos,
e seu valor pequeno indica que a estimativa é consistente. Neste caso os raios da elipse foram
aumentados em média 35,9% para estimar F+s e F
−
c . Na Figura 3.7 é comparado através do
gráfico i versus x, o resultado obtido em simulação com o obtido em um teste no pêndulo
invertido. Os valores utilizado para os parâmetros do modelo são os valores médios obtidos,
listados na Tabela 3.4(b), e o valor de F±v é considerado nulo para a simulação.
3.2.2 Parâmetros do modelo de Karnopp
O método descrito a seguir foi inicialmente proposto para aplicação em um atuador pneu-
mático [11] e adaptado para aplicá-lo em válvulas de controle em [9], sendo aqui adaptado para
o pêndulo invertido.
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Tabela 3.4: Parâmetros estimados do modelo de Coulomb mais atrito estático
(a) Simulado
Modelo Estimado Erro
F−s 10,000 10,835 0,835
F+s 6,000 6,826 0,826
F−c 9,000 9,155 0,155
F+c 5,000 5,146 0,146
(b) Testes na planta
Média σ
F−s 13,79 0,33
F+s 10,23 0,58
F−c 10,63 0,28
F+c 7,07 0,55
(a) Simulação. (b) Planta.
Figura 3.6: Elipse ajustada ao gráfico i - x
Figura 3.7: Validação do método da elipse.
O primeiro passo é definir o vetor de parâmetros a ser estimado
λ=
[
Fc Fv
]
(3.3)
Baseando-se no modelo de Karnopp descrito na seção 2.3.1, quando a velocidade do carri-
nho tem módulo maior que DV , a força de atrito é dada por Fatrito. Substituindo (2.5) em (2.6)
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do modelo não linear do pêndulo invertido obtido na seção 2.1.1, obtemos
Fe(t)+
[
m2L2
J+mL2
cos(θ(t))− (M+m)
]
x¨(t)−mLsen(θ(t))θ˙(t)
+
m2L2
J+mL2
gsen(θ(t))cos(θ(t)) = Fc sgn(x˙(t))+Fvx˙(t) (3.4)
Note que, sendo os estados medidos no processo e os parâmetros do pêndulo invertido
previamente conhecidos, (3.4) é linear em relação ao vetor de parâmetros λ. Em seguida define-
se o vetor de regressores como
ϕ(t) =
[
sgn(x˙(t)) x˙(t)
]
(3.5)
Chamando
∆(t) = Fe(t)+
[
m2L2
J+mL2
cos(θ(t))− (M+m)
]
x¨(t)
−mLsen(θ(t))θ˙(t)+ m
2L2
J+mL2
gsen(θ(t))cos(θ(t)) (3.6)
pode-se escrever o modelo de regressão linear
∆ˆ(t) = ϕ(t).λT (3.7)
e o vetor de parâmetros pode ser obtido minimizando o erro quadrático
λˆ= argλmin∑
t
[
∆(t)−ϕ(t)λT ]2 (3.8)
cuja solução é dada por
λˆ=
[
∑
t
ϕ(t)ϕT (t)
]−1
∑
t
ϕ(t).∆(t) (3.9)
Entretanto, os períodos em que (3.4) é válida são desconhecidos, pois a velocidade limite
DV é uma incógnita do modelo. Para lidar com este problema, define-se a variável δv(s) [9],
tal que
δv(s) =
s
Z
max(|x˙(t)|) (3.10)
sendo Z >> 1 e S < Z, para s = 1,2, ...,S, ou seja, δv(s) assume S valores distintos, obriga-
toriamente menores do que a maior velocidade verificada nos dados experimentais. Para cada
valor de δv(s) o vetor de regressores ϕ(t) e ∆(t) são escolhidos a partir dos dados experimen-
tais segundo a condição |x˙|> δv(s) e em seguida o vetor de parâmetros é estimado resolvendo
(3.8).
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Fs não é necessário para estimar Fc e Fv neste método, porém é necessário para o modelo,
as alternativas para estimá-lo são:
a) usar estimativas obtidas off-line, como feito na seção 3.1,
b) adotar Fs = αFc, com α> 1,
c) usar o procedimento discutido na seção 3.2.1,
d) usar o método proposto em [9], que consiste em usar algum algoritmo de otimização não
linear de modo a minimizar o erro quadrático em relação à velocidade, resultando em
Fˆs = argFs min
{
∑
t
[
x˙(t)− ˆ˙x(λˆ, DˆV ,Fs, t)]2} (3.11)
O modelo de Karnopp é simulado com os parâmetros, Fc, Fv e DV previamente identificados
com uma busca sobre Fs.
Identificação dos parâmetros
A fim de validar o método descrito na seção anterior, o mesmo foi aplicado a dados simu-
lados e dados reais do pêndulo invertido. Para a simulação utilizou-se o modelo de atrito de
Karnopp com coeficientes de atrito listados na Tabela 3.1.
Os valores estimados para diferentes valores de δv(s), usando o modelo são mostrados na
Figura 3.8. Nota-se que para δv(s)<< DV o valor dos parâmetros estimados varia significante-
mente para diferentes valores de δv(s), pois os dados correspondem a instantes em que (3.4) não
se aplica. Por outro lado, à medida que s aumenta e δv(s)≈ DV , as estimativas aproximam-se
dos valores reais dos parâmetros e se mantêm quase constantes, mesmo quando δv(s) ultrapassa
o valor ideal de DV .
Para os dados reais, devido aos ruídos de medição, os estados devem ser filtrados antes
de serem submetidos ao método de identificação. Para isso os dados foram reamostrados a
uma frequência de 100 Hz, utilizou-se então, um filtro FIR, de ordem 60 e frequência de corte
normalizada 0,004, por apresentar um atraso linear para todos os sinais. Na Figura 3.9 podemos
ver o comportamento da estimação do vetor de parâmetros para testes realizados na planta real.
Observa-se, que mesmo filtrando os dados, para valores muito grandes de s a presença de ruído
nos dados experimentais pode fazer com que poucos pontos sejam incorporados a ϕ(t) e ∆(t),
resultando em estimativas incoerentes de λ [20].
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 3.8: Comportamento do vetor de parâmetros estimado para simulação.
Com o propósito de validar λˆ, define-se o erro de estimação, para cada valor distinto de
δv(s), como sendo
es(t) = ∆s(t)− ∆ˆs(t) (3.12)
onde ∆s(t) é calculada com os dados medidos usando (3.6) e ∆ˆs(t) sua estimativa obtida através
de (3.7), para cada δv(s). Com isso, é calculado a integral do quadrado do erro (ISE)
ISE(s) =
∫ T
0
[es(t)]2 dt (3.13)
e o mínimo de ISE(s) deve corresponder ao valor de s onde λˆ foi escolhido. Na Tabela 3.5(a)
temos a comparação entre os parâmetros do modelo de Karnopp estimados e os parâmetros
utilizados para simulação e o erro absoluto entre eles. Na Figura 3.10, pode-se ver os gráficos
no tempo para um dos testes realizados. Devido ao caráter assimétrico do atrito no pêndulo
invertido utilizado, a estimação dos parâmetros deve ser realizada para os dois sentidos do mo-
vimento. Graficamente, foi escolhido |DV |= 0,004m/s como o intervalo em que a velocidade é
considerada nula. Portanto, em vermelho temos o comportamento do sistema quando x˙(t)>DV
e em verde quando x˙(t) < −DV , em azul temos os instantes onde a velocidade é considerada
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 3.9: Comportamento do vetor de parâmetros estimado para dados reais.
nula. Nas Figuras 3.10(e) e 3.10(f), temos o erro de estimação para x˙(t) < −DV e x˙(t) > DV ,
respectivamente. Nota-se que os maiores valores de erro ocorrem para as velocidades mais pró-
ximas de zero, devido a essa região estar sujeita a um maior ruído, como pode ser visto nas
Figuras 3.10(b) e 3.10(d).
Na Tabela 3.5(b) temos a média e o desvio padrão (σ) dos parâmetros estimados com dados
do pêndulo real, sendo o desvio padrão calculado após a realização de sete testes consecuti-
vos. Nota-se que para a estimação de Fc o desvio padrão obtido foi pequeno, o mesmo não
ocorre para a estimação de Fv. Uma possível causa para isto são os ruídos presentes no sinal da
velocidade. Na Figura 3.11 é comparado através do gráfico i versus x, o resultado obtido em
simulação com o obtido em um teste no pêndulo invertido. Os parâmetros do modelo de atrito
utilizados na simulação foram os valores médios listados na Tabela 3.5(b), para F±c e F±v , já
para F±s foram utilizados os parâmetros estimados em malha aberta na seção 3.1 e listados na
Tabela 3.2.
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(a) Ângulo da haste. (b) Velocidade angular da haste.
(c) Posição do carrinho. (d) Velocidade do carrinho.
(e) Erro de estimação - x˙(t)<−DV . (f) Erro de estimação - x˙(t)> DV
Figura 3.10: Conjunto de dados utilizados para estimação dos parâmetros do modelo de Kar-
nopp.
Considerações finais
Normalmente os parâmetros Fs, Fc e Fv são necessários na maior parte dos modelos de
atrito. Das técnicas apresentadas, apenas a estimação em malha aberta obtém simultaneamente
os três parâmetros. Caso haja oscilação na posição é possível combinar os métodos da elipse
e dos mínimos quadrados para obter os três parâmetros on-line. Caso isso não ocorra, deve-
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Tabela 3.5: Parâmetros estimados do modelo de Karnopp
(a) Simulado
Modelo Estimado Erro
F−c 9,000 8,999 0,001
F+c 5,000 4,999 0,001
F−v 25,000 25,008 0,008
F+v 30,000 30,008 0,008
(b) Testes na planta
Média σ
F−c 9,24 0,49
F+c 5,83 0,49
F−v 9,25 4,49
F+v 11,00 4,74
Figura 3.11: Validação do método dos mínimos quadrados.
se utilizar o método dos mínimos quadrados para obter Fc e Fv e Fs poderá ser obtido com as
alternativas b) ou d), apresentadas na seção 3.2.2.
Na Tabela 3.6 os parâmetros obtidos são listados e na Figura 3.12 são colocados lado a lado
os gráfico gerados para validar os métodos apresentados. Observa-se que a simulação utilizando
os parâmetros identificados em malha aberta aproxima-se melhor da curva real. Nota-se que os
valores estimados pelo método da elipse são, de fato, maiores que os demais, como comentado
na seção 3.2.1, o efeito disso é visível na Figura 3.12(b), onde ocorre maior amplitude para a
posição do carrinho. É importante notar ainda a disparidade entre os valores estimados para Fv
com os métodos de malha aberta e mínimos quadrados. É possível que isso ocorra devido aos
ruídos de medição afetarem a estimação de Fv. Com isso, na Figura 3.12(b), onde não há atrito
viscoso, e na Figura 3.12(c), onde o atrito viscoso é subestimado, nota-se que a curva simulada
possui um erro maior em relação às laterais da curva obtida com o teste em relação à curva
simulada na Figura 3.12(a).
Assim, seria sensato que o método de identificação em malha aberta fosse indicado como
método a ser escolhido, para identificar os parâmetros do modelo utilizado para fazer a compen-
sação do atrito. No entanto não é desejável realizar testes invasivos para obtê-los. Por isso no
capitulo seguinte, onde é feito a compensação do atrito, serão utilizados os parâmetros obtidos
combinando o método da elipse (para estimar Fs) e o dos mínimos quadrados (para estimar Fc e
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Fv).
Tabela 3.6: Parâmetros estimados
Malha aberta Método da elipse Mínimos quadrados
Média σ Média σ Média σ
F−s 9,62 0,72 13,79 0,33 - -
F+s 5,37 0,50 10,23 0,58 - -
F−c 8,57 0,61 10,63 0,28 9,24 0,49
F+c 4,81 0,24 7,07 0,55 5,83 0,49
F−v 25,57 1,62 - - 9,25 4,49
F+v 30,28 1,36 - - 11,00 4,74
(a) Identificação em malha aberta. (b) Método da elipse. (c) Método dos mínimos quadra-
dos.
Figura 3.12: Comparação entre os métodos de identificação.
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4 Compensação de atrito
Existe na literatura uma extensa quantidade de artigos relacionados à compensação de
atrito. Em [1] onde foi feita uma detalhada pesquisa sobre atrito, são citados mais de cem
artigos sobre compensação. O atrito pode ser evitado, através de projetos de controle, escolha
adequada de materiais na construção dos equipamentos ou utilização de lubrificantes. Ainda
assim essas técnicas não garantem a eliminação do atrito. Quando métodos de compensação
são considerados, técnicas de compensação são geralmente divididas em métodos baseados em
modelos e métodos não baseados em modelos.
As técnicas baseadas em modelos (Figura 4.1(a)) necessitam que um modelo de atrito ade-
quado e com seus parâmetros devidamente identificados esteja disponível. A velocidade precisa
ser medida ou estimada com boa resolução e pequeno atraso de tempo. Em [5] utilizou-se o
modelo de Coulomb para compensar o atrito em um pêndulo invertido, em [4] faz-se uso de um
modelo de primeira ordem de Dahl modificado e em [3] é feito um estudo com compensado-
res baseados em modelos clássicos e no modelo de LuGre. Para todos esses estudos os efeitos
do atrito são reduzidos, em maior ou menor grau a depender da complexidade do modelo de
atrito em questão. O bom funcionamento dessas técnicas está diretamente relacionado com a
qualidade da estimativa dos parâmetros de seus modelos.
Alternativamente, existem os métodos não baseados em modelos (Figura 4.1(b)), que fazem
uso apenas de uma estimativa do atrito estático, que pode ser obtida de forma aproximada
através da amplitude do sinal de controle. Em [13], foi proposto um compensador para válvulas
de controle, que adiciona pulsos de igual amplitude e duração, na direção da taxa da mudança
do sinal de controle, sendo que o bom funcionamento do knocker depende da escolha adequada
de três parâmetros. Em [12] foi proposto adicionar um sinal constante e não pulsos, na direção
da taxa da mudança do sinal de controle, onde apenas um parâmetro necessita ser ajustado.
Ambos os métodos são uma variação da tradicional aplicação de um sinal dither [1].
Neste capítulo, serão descritas e comparadas cinco técnicas de compensação de atrito que
serão aplicadas ao pêndulo invertido real junto com o controle por realimentação de estados,
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(a) Compensador baseado em modelos de atrito. (b) Compensador independente de modelo de
atrito.
Figura 4.1: Diagrama de blocos do sistema com compensação de atrito.
sendo três baseadas em modelos e duas não baseadas em modelo. Para a implementação dos
compensadores foi construído um modelo no SimulinkTM, visto na Figura 4.2. O modelo contém
um bloco (em azul escuro) que possui funções de entrada e saída, para ler e enviar os sinais do
pêndulo invertido. Os demais blocos realizam tarefas de controle e compensação, através do
computador. O tempo de amostragem utilizado foi de 0,5 ms. O desempenho dos compensado-
res será comparado na seção 4.4 através do cálculo do IAE, da variância do ângulo da haste e
da posição do carrinho e da norma euclidiana do sinal de controle.
Figura 4.2: Modelo no SimulinkTM.
4.1 Efeito do atrito no pêndulo invertido
A estabilização do pêndulo invertido através da lei de controle linear (2.15) sem compen-
sação de atrito, produz ciclos limite como pode ser visto na Figura 4.3. Nota-se que o carrinho
agarra quando a velocidade muda de sinal, o que é característico de ciclos limite gerados por
atrito [3]. A assimetria observada no sinal da posição é devido à característica assimétrica do
atrito presente no sistema.
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(a) Posição do carrinho. (b) Velocidade do carrinho.
(c) Ângulo da haste. (d) Sinal de controle.
Figura 4.3: Ciclo limite devido ao atrito.
4.2 Compensadores baseados em modelos
Nesta seção serão aplicadas três técnicas de compensação baseadas em modelos de atrito,
empregando os modelos de Coulomb, Karnopp e LuGre. Os parâmetros dos modelos utilizados
foram os encontrados com as técnicas de identificação em malha fechada na seção 3.2.
4.2.1 Compensação de atrito com o modelo de Coulomb
Para compensar o atrito utilizando o modelo de Coulomb, deve-se incorporar o efeito da
assimetria ao modelo dado por (2.16), assim
Fat =
{
Fc sgn(x˙) se x˙ > 0
Fc sgn(x˙) se x˙ < 0
(4.1)
com F−c = 9,24 e F+c = 5,83 obtidos na seção 3.2.1. Por se tratar de um modelo muito simples
que só compensa o atrito de Coulomb, consegue-se reduzir a amplitude da oscilação na posição,
mas a redução da oscilação no ângulo não é muito significativa, como visto na Figura 4.4. O
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modelo utilizado só compensa o atrito de Coulomb, que é insuficiente para vencer o atrito
estático, por isso, como podemos observar na Figura 4.4(b) o carrinho ficar agarrado em alguns
instantes, somente com a atuação do controlador que o carrinho volta a se movimentar.
(a) Posição do carrinho. (b) Velocidade do carrinho.
(c) Ângulo da haste. (d) Sinal de compensação.
(e) Ângulo da haste, maior intervalo de tempo. (f) Sinal de controle.
Figura 4.4: Compensação de atrito com o modelo de Coulomb.
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4.2.2 Compensação de atrito com o modelo de Karnopp
Para introduzir o efeito do atrito estático ao compensador é necessário utilizar o modelo de
Karnopp, dado pelas equações de (2.21) a (2.23), devido ao problema de detectar velocidade
nula computacionalmente.
Os parâmetros Fc e Fv do modelo de Karnopp foram identificados na seção 3.2.2 e são
F−c = 9,24, F+c = 5,83, F−v = 9,25 e F+v = 11,00, para identificação de Fs foi utilizado o
método descrito na seção 3.2.1 e são F−s = 13,79 e F+s = 10,23. O efeito da compensação
utilizando o modelo de Karnopp pode ser visto na Figura 4.5. A adição do efeito do atrito está-
tico ao modelo de Karnopp impede o carrinho de parar nas mudanças de direção, apresentando
vantagem sobre o modelo de Coulomb. Por exemplo, em aproximadamente 10,35 s o carrinho
começa a diminuir a velocidade e em 10,36 s, quando iria parar, o compensador soma ao sinal
do controlador a corrente necessária para que o carrinho vença o atrito estático e mantenha-se
em movimento. O ângulo da haste em 10,4 s é nulo, porém o compensador continua somando
ao sinal do controlador o valor de corrente para compensar os efeitos dos atritos de Coulomb e
viscoso, e isso faz com que o ângulo volte a aumentar em módulo.
4.2.3 Compensação de atrito com o modelo de LuGre
Para compensação com modelos estáticos a força de atrito pode ser determinada através
dos estados medidos. No entanto, por se tratar de um modelo dinâmico, o modelo de LuGre
necessita de um observador para estimar o estado z. O observador
dzˆ
dt
= v− |v|
g(v)
zˆ− ke
Fˆf riction = σ0zˆ+σ1
dzˆ
dt
+ εv
(4.2)
(4.3)
sugerido em [16], consiste em uma réplica do modelo dado por (2.24) a (2.26), com a adição do
termo ke, onde e é o sinal relacionado ao erro de estimação. Neste trabalho o erro de estimação
foi escolhido como o sinal do controlador e =−Kx. Em [3] é proposta uma alternativa similar,
no entanto a matriz de ganho do observador difere da matriz de ganho de realimentação. Devido
ao ruído de medição nos estados, o sinal de controle deve ser filtrado, e foi utilizado um filtro
butterworth de primeira ordem com frequência de corte normalizada igual a 0,2.10−3.
Os parâmetros Fs, Fc e Fv utilizados são os mesmos que os utilizados no modelo de Karnopp.
O valor de vs foi escolhido a partir da relação DV = 0,6vs [7], embora DV possa ser estimado
[11], usualmente adota-se DV = 0,1max |x˙| [20], foi escolhido, portanto, DV = 0,004 m/s e
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(a) Posição do carrinho. (b) Velocidade do carrinho.
(c) Ângulo da haste. (d) Sinal de compensação.
(e) Ângulo da haste, maior intervalo de tempo. (f) Sinal de controle.
Figura 4.5: Compensação de atrito com o modelo de Karnopp.
consequentemente vs = 6,67.10−3 m/s. Uma escolha razoável para os demais parâmetros foi
apresentada em [21]: 103 ≤ σ0 ≤ 105, σ1 = 2√σ0. Uma série de testes foi feita no pêndulo
invertido, visando buscar a melhor escolha para os parâmetros σ0, σ1 e k. Como forma de
avaliar a melhor escolha foi calculado o IAE e a variância do ângulo da haste e da posição do
carrinho. O resultado dos testes pode ser visto na Tabela 4.1.
Com isso, os parâmetros que mostraram melhor resultado foram σ0 = 1100, σ1 = 66,33 e
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Tabela 4.1: Escolha dos parâmetros do modelo de LuGre
(a) Escolha de σ0
k = 0,1 Ângulo Posição
σ1 = 2
√
σ0 IAE Variância IAE Variância
σ0 = 100 4,306 0,207 73,850 62,027
σ0 = 300 2,195 0,059 27,098 8,644
σ0 = 500 1,487 0,029 16,770 3,525
σ0 = 700 1,450 0,028 16,470 3,089
σ0 = 900 1,244 0,022 12,879 2,254
σ0 = 1100 1,143 0,019 12,290 2,115
σ0 = 1300 4,408 0,309 34,330 17,530
(b) Escolha de k
σ0 = 1100 Ângulo Posição
σ1 = 2
√
σ0 IAE Variância IAE Variância
k = 0,150 INSTÁVEL
k = 0,100 1,143 0,019 12,290 2,115
k = 0,075 1,101 0,018 12,720 2,460
k = 0,050 1,060 0,014 15,060 3,190
k = 0,025 2,349 0,013 44,430 59,201
(c) Escolha de σ1
σ0 = 1100 Ângulo Posição
k = 0,05 IAE Variância IAE Variância
σ1 =
√
σ0 1,349 0,026 19,450 6,130
σ1 = 2
√
σ0 1,060 0,014 15,060 3,190
σ1 = 4
√
σ0 1,390 0,020 21,280 7,690
k = 0,05. O resultado dos testes pode ser visto na Figura 4.6. Nota-se que não há descontinui-
dades no sinal de compensação (Figura 4.6(d)), fazendo com que a velocidade (Figura 4.6(b))
não inverta tanto de sinal como o que ocorre com a velocidade com a compensação feita com
o modelo de Karnopp (Figura 4.5(b)). Com isso o sinal de controle torna-se mais suave em
relação aos compensadores apresentados anteriormente.
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(a) Posição do carrinho. (b) Velocidade do carrinho.
(c) Ângulo da haste. (d) Sinal de compensação.
(e) Ângulo da haste, maior intervalo de tempo. (f) Sinal de controle.
Figura 4.6: Compensação de atrito com o modelo de LuGre.
4.3 Compensadores não baseados em modelos
Compensadores não baseados em modelos surgiram visando simplificar o projeto dos com-
pensadores, por não necessitarem de identificação de parâmetros. Segundo [1], dither é um
sinal de alta frequência introduzido em um sistema para modificar seu comportamento. Base-
ado nesse método, em [13] foi proposto o compensador knocker, em que o sinal adicionado ao
sistema é uma sequência de pulsos de baixa energia. Recentemente em [12] o compensador
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CR foi proposto como alternativa ao knocker visando simplificar o projeto do compensador.
Nesta seção os métodos CR e knocker serão aplicados ao pêndulo invertido real. Devido à sua
simplicidade, o método CR será tratado primeiro e uma discussão sobre o uso de filtros e da
taxa de mudança do sinal como parâmetro que define a direção em que será aplicado o sinal de
compensação, será feita e seus resultados serão aplicados em ambos os métodos.
4.3.1 Compensador CR
Em [12] foi proposto um método para compensação de atrito estático chamado “reforço
constante” (CR) como alternativa ao método knocker, que será discutido no próxima seção ,
dado por
u f (t) = γsgn(∆uc) (4.4)
onde ∆uc = uc(t)−uc(t−1) e γ é a corrente necessária para vencer o atrito estático estimado e
no caso do pêndulo invertido será dada por
γ =
{
I+s se ∆uc > 0
I−s se ∆uc < 0
(4.5)
onde Is = Fs/β, F−s = 13,79 e F+s = 10,23, estimados na seção 3.2.1. Esse método de compen-
sação é similar à compensação de banda morta discutida em [22], onde é utilizada a derivada
do sinal do controle no lugar de ∆uc.
Devido aos ruídos de medição nos estados, o sinal do controlador uc é muito ruidoso e
necessita ser filtrado. Para isso os dados foram reamostrados a uma frequência de 100 Hz e
um filtro butterworth passa baixas foi aplicado. Foi observado para os filtros testados, que para
reduzir o efeito do atrito para uma boa resposta do compensador, o filtro introduzia um atraso
significativo para o sinal de controle filtrado.
Na Figura 4.7 observa-se o efeito de dois filtros butterworth aplicados ao sinal do controla-
dor, ambos de ordem 4, variando somente sua frequência de corte. O filtro com frequência de
corte normalizada de 0,5 (Figura 4.7(a)) possui o menor atraso no sinal filtrado. No entanto, o
filtro com frequência de corte normalizada de 0,25 (Figura 4.7(b)) possui melhor desempenho,
como pode ser visto na Tabela 4.2, que sumariza o índice de desempenho dos testes realizados
com os filtros.
Ao diminuir a escala do tempo do gráfico obtido na Figura 4.7(b), podemos observar que o
sinal de ∆(uc f ) coincide com o sinal de uc, com isso a compensação é feita no momento em que
o sinal de controle cruza por zero (Figura 4.8). Baseando-se nisso, propõe-se utilizar o sinal de
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Tabela 4.2: Teste de desempenho dos filtros
wn
Ângulo Posição
IAE Variância IAE Variância
0,05 5,87 0,43 47,17 27,49
0,10 4,13 0,22 32,85 14,65
0,25 1,87 0,05 35,99 18,65
0,35 2,21 0,07 74,08 69,52
0,5 2,91 0,11 119,86 183,08
(a) Filtro butterworth de ordem 4 e frequência de corte 0,5.
(b) Filtro butterworth de ordem 4 e frequência de corte 0,25.
Figura 4.7: Efeito do filtro no compensador CR.
controle e não ∆(uc f ) em (4.4), dispensando a etapa de projeto do filtro e obtendo-se resultados
equivalentes.
É importante destacar que ao substituir ∆(uc f ) pelo sinal de controle, fará com que mesmo
que o sinal de controle permaneça constante, o compensador continuará atuando. No entanto,
caso isso ocorra a realimentação de estados reduz este valor convenientemente.
Os resultados dos testes realizados na planta são vistos na Figura 4.9. Nota-se que apesar
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Figura 4.8: Efeito do filtro no compensador CR.
de apresentar amplitude de oscilação na posição menor que a obtida nos métodos baseados em
modelos de atrito, a frequência de oscilação é maior, devido à rápida troca de sinal no sinal de
controle.
4.3.2 Compensador knocker
O compensador knocker, proposto em [13], consiste em adicionar pulsos de igual amplitude
e duração, na direção da taxa de mudança do sinal de controle.
u(t) = uc(t)+u f (t) (4.6)
onde uc é a saída do controlador dada por (2.15) e u f é dado por
u f =
{
asgn(uc(t)−uc(tp)) se t ≤ tp+hk +τ
0 se t > tp+hk +τ
(4.7)
onde tp é o tempo de início do pulso anterior, hk o tempo entre cada pulso, a a amplitude do
pulso e τ a largura do pulso. O sinal adicionado pelo knocker pode ser visto na Figura 4.10
Nesse trabalho, a principio a amplitude do pulso será dada por
a =
{
I+s se ∆uc > 0
I−s se ∆uc < 0
(4.8)
onde Is = Fs/β, F−s = 13,79 e F+s = 10,23, estimados na seção 3.2.1. Assim como foi feito na
seção 4.3.1, decidiu-se aplicar os pulsos na direção do sinal de controle e não de ∆uc.
Algumas regras para sintonia dos parâmetros a, τ e hk foram propostas em [13] baseadas
em testes de campo em válvulas de controle. A amplitude do pulso deve ser escolhida entre
o intervalo 1% < a < 4%, a largura do pulso τ deve ser escolhida como TA ou 2TA, onde TA é
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(a) Posição do carrinho. (b) Saída do controlador.
(c) Ângulo da haste. (d) Sinal de compensação.
(e) Ângulo da haste, maior intervalo de tempo. (f) Sinal de controle.
Figura 4.9: Compensador CR.
Figura 4.10: Sinal de compensação do knocker.
o tempo de amostragem, o período do pulso pode ser escolhido por hk = nτ onde n está entre
2≤ n≤ 5. Em [23] é discutido os efeitos dos parâmetros no knocker, assim como é apresentado
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uma técnica de escolha baseada na redução da integral do erro quadrático (ISE).
Neste trabalho a escolha desses parâmetros foi feita através de testes no pêndulo invertido
real buscando o menor conjunto IAE e variância no ângulo da haste e na posição do carrinho.
Devido ao tempo de amostragem utilizado ser muito pequeno (0,5 ms), a largura do pulso τ foi
escolhida como 100TA ou 200TA. Na Tabela 4.3(a) estão listados os resultados dos testes. A
influência da amplitude do pulso foi avaliada na Tabela 4.3(b).
Tabela 4.3: Escolha dos parâmetros do knocker
(a) Escolha de τ e hk
τ hk
Ângulo Posição Sinal de controle
IAE Variância IAE Variância Norma
100TA = 0,05 2τ= 0,10 0,858 0,011 16,132 3,880 43,605
100TA = 0,05 3τ= 0,15 1,117 0,018 14,344 3,258 35,900
100TA = 0,05 4τ= 0,20 1,087 0,018 20,752 6,798 32,450
100TA = 0,05 5τ= 0,25 4,340 0,235 139,954 237,560 45,759
200TA = 0,10 2τ= 0,20 1,189 0,022 38,932 20,186 45,570
200TA = 0,10 3τ= 0,30 3,053 0,122 89,602 98,598 45,174
200TA = 0,10 4τ= 0,40 4,625 0,281 141,983 248,951 47,898
200TA = 0,10 5τ= 0,50 5,179 0,355 158,141 310,420 45,999
(b) Influência da amplitude do pulso
Amplitude do Pulso
Ângulo Posição Sinal de controle
IAE Variância IAE Variância Norma
0,6.a 3,049 0,106 127,047 190,44 36,482
0,8.a 1,034 0,018 33,640 19,511 36,823
a 0,858 0,011 16,132 3,880 43,605
1,2.a 0,656 0,008 13,372 2,649 48,718
1,4.a 0,785 0,009 10,502 1,306 56,791
Os parâmetros escolhidos foram τ = 0,05 e hk = 0,10. Com relação à influência da am-
plitude do pulso no desempenho do knocker, observa-se que aumentar a amplitude em 20% do
valor dado inicialmente, causa uma melhoria no desempenho do sistema, com prejuízo de um
maior esforço do controlador. Optou-se então por manter a amplitude do pulso como sendo
a dado por (4.8). O resultado experimental pode ser visto na Figura 4.11. Nota-se na Figura
4.11(d), que o tempo entre dois pulsos subsequentes é tão pequeno que eles quase não ocorrem
antes que haja inversão no sinal do pulso.
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(a) Posição do carrinho. (b) Saída do controlador.
(c) Ângulo da haste. (d) Sinal de compensação.
(e) Ângulo da haste, maior intervalo de tempo. (f) Sinal de controle.
Figura 4.11: Compensador knocker.
4.4 Considerações Finais
Como forma de avaliar os compensadores testados serão calculados para os valores obtidos
do ângulo da haste e da posição do carrinho, a integral do erro absoluto (IAE) e a variância. A
norma (euclidiana) do sinal de controle é obtida para verificar o esforço do controlador nos mé-
todos aplicados. O três índices de desempenho utilizados foram calculados para uma janela de
10 s dos sinais obtidos em testes no pêndulo invertido real. A Tabela 4.4 apresenta os resultados
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obtidos com os compensadores descritos nesse capítulo. Nota-se que o desempenho é similar
em todos os compensadores, no entanto, para os métodos não baseados em modelo há um maior
esforço do controlador. Em relação à compensação usando modelos de atrito, uma importante
diferença é que a compensação é feita de forma mais suave, principalmente utilizando o modelo
de LuGre, por não apresentar descontinuidade no sinal de compensação quando a velocidade
cruza por zero, como já foi dito na seção 4.2.3. Também devido a esse fato, o compensador
baseado no modelo de LuGre possui a menor norma do sinal de controle, consequentemente
um menor esforço do controlador. O mesmo não acontece com os modelos de Coulomb (Figura
4.4(d)) e Karnopp (Figura 4.5(d)). No entanto, para os modelos de Coulomb e Karnopp, é pos-
sível estimar em malha fechada seus parâmetros de maneira simples, com os métodos descritos
na seção 3.2 , enquanto que com o modelo de LuGre é preciso recorrer a técnicas de regressão
não linear [17] ou através de testes.
Para os compensadores não baseados em modelos, enquanto o CR adiciona um sinal de
amplitude constante na direção do sinal do controlador, o knocker adiciona pulsos, causando
agitação no carrinho, resultando em um pior desempenho em relação à posição do carrinho,
entretanto, em relação ao CR apresenta menor esforço do controlador. Por fim, os parâmetros
a do knocker e γ do CR podem ser identificados utilizando o método apresentado na seção
3.2.1, caso o sinal seja oscilatório. No entanto, τ e hk precisam ser escolhidos para um bom
funcionamento do knocker, especialmente a escolha de hk, deve ser cautelosa, pois o sistema
pode filtrar os pulsos caso se escolha valores pequenos. E por outro lado, a escolha de valores
grandes de hk pode ocasionar instabilidade devido ao compensador adicionar muita energia
ao sistema. Portanto, duas escolhas tornam-se possíveis para compensar o atrito neste caso.
O compensador CR seria a escolha natural, devido a simplicidade de projeto e ao seu bom
desempenho, no entanto, caso haja necessidade de poupar o atuador, o compensador baseado
no modelo de LuGre torna-se a melhor opção.
Tabela 4.4: Índices de desempenho dos compensadores
Ângulo Posição Sinal de controle
IAE Variância IAE Variância Norma
Sem compensação 4,598 0,297 258,50 786,667 33,733
Coulomb 1,396 0,021 16,449 3,211 32,416
Karnopp 1,341 1,300 9,595 1,301 32,015
LuGre 1,060 0,014 15,060 3,190 29,504
CR 0,882 0,011 8,886 1,166 67,037
Knocker 0,858 0,011 16,132 3,880 43,608
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5 Conclusões
Neste trabalho foram discutidos os modelos de atrito de Coulomb, Karnopp e LuGre, bem
como métodos para obtenção de seus parâmetros via identificação em malha aberta e em malha
fechada e via quantificação a partir do ajuste de elipses a dados de entrada versus saída. Estes
modelos foram utilizados para compensação do atrito presente no carrinho do pêndulo, métodos
não baseados em modelo também foram utilizados com a mesma finalidade.
O teste em malha aberta permitiu quantificar os atritos estático, de Coulomb e viscoso. O
método em malha fechada foi utilizado para identificar os parâmetros do modelo de Karnopp
relacionados aos atritos de Coulomb e viscoso, destacando alternativas para obter o atrito es-
tático necessário para este modelo. Como o atrito gera ciclos limite, os atritos estático e de
Coulomb foram quantificados ajustando elipses aos dados de entrada versus saída do pêndulo
invertido. Os valores identificados para os parâmetros relacionados ao atrito de Coulomb são
similares em malha aberta e em malha fechada, o mesmo não ocorre para o atrito viscoso. Os
atritos quantificados através do ajuste de elipses, devido ao próprio ajuste acabam tendo valores
maiores que os demais.
A compensação de atrito foi realizada utilizando métodos baseados em modelos e métodos
não baseados em modelo. O valor do IAE calculado para o ângulo foi similar em todos os
compensadores. No entanto, para os modelos de Coulomb e Karnopp, é possível estimar em
malha fechada seus parâmetros de maneira simples, com os métodos propostos, enquanto que
com o modelo de LuGre é preciso recorrer a técnicas de regressão não linear ou através de
testes. Para os compensadores não baseados em modelos, o knocker possui três parâmetros
que precisam ser escolhidos para um bom desempenho, enquanto que para o CR apenas um
parâmetro é necessário e pode ser aproximado pela amplitude do sinal de controle.
Uma importante diferença observada com a compensação usando modelos de atrito, é que
ela é feita de forma mais suave, principalmente utilizando o modelo de LuGre, por não apre-
sentar descontinuidade no sinal de compensação quando a velocidade cruza por zero, e também
proporciona um menor esforço do controlador. O CR adiciona um sinal de amplitude constante
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na direção do sinal do controlador, e o knocker adiciona pulsos, causando maior movimentação
do carrinho, resultando em um pior desempenho em relação à posição do mesmo. Isto se re-
flete no esforço do controlador, medido pela norma do sinal de controle que é menor quando a
compensação é feita usando os modelos de atrito, tendo o menor valor para o modelo de LuGre.
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